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PRODUIT SCALAIRE |

Objectifs

Définir le produit scalaire a partir de la projection orthogonale et caractériser ’orthogonalité.
Connaitre les propriétés du produit scalaire : bilinéarité, symétrie, propriétés avec la norme.
Connaitre les autres expressions du produit scalaire (formule avec le cosinus, avec la norme, avec
les coordonnées) et savoir choisir la plus adaptée.

Connaitre et utiliser, pour résoudre des problémes géométriques, la formule d’Al-Kashi.
Utilisation de ’expression AM - BM.

I Un peu d’histoire...

Le concept de vecteur, et avec lui celui de produit scalaire, s’est développé, parallélement en ma-
thématiques avec la naissance de Uanalyse complexe et en physique avec la mécanique, au XIX°™¢

siecle.

Scalaire vient du mot latin « scala » qui signifie échelle, mesure ; en mathématiques il désigne un
nombre réel, en effet le produit scalaire est une opération entre deuzr vecteurs qui donne un réel.

1l va notamment permettre de résoudre par des calculs des problemes de géométrie long a démontrer
par les méthodes connues depuis lantiquité. Il sert en physique d calculer le travail (c’est a dire
lénergie) d’une force qui s’applique sur un corps en mouvement.

Parmi les nombreuzx mathématiciens qui ont permis le développement d’un tel concept :

Galilée mathématicien physicien, géometre et astronome de génie italien (XVII®™¢ siecle). 1l a
notamment soutenu la théorie de I’héliocentrisme (énoncée par Copernic) contre celle d’Aristote
(le géocentrisme) qui était celle soutenue par I'Eglise.

Il est considéré comme le pere de la physique. En son hommage on parle de référentiel galiléen
lorsque l'on est dans un repere ou le principe d’inertie s’applique.

Gréce a sa lunette astronomique il découvre les 4 premiers satellites de Jupiter, dites Lunes
galiléennes.

Pour représenter une force il utilise la notion de vecteur de maniere implicite.

Sir William Rowan Hamilton, mathématicien, physicien et astronome irlandais (XIX®™€ siecle),
est connu notamment pour sa découverte des « quaternions » qui permit le développement de
la mécanique quantique. C’est & ’occasion de son invention des quaternions qu’il invente le mot
vecteur.

Hermann Giinther Grassman (XIX®"€ si¢cle), polymathe prussien, il était connu de ses contem-
porains en tant que linguiste. Mais c’est en tant que mathématicien et physicien qu’il fonda la
théorie des espaces vectoriels.

Josiah Willard Gibbs (XIX®™¢ siecle), physico-chimiste américain est I'un des créateurs de
la mécanique statistique. A partir de la théorie des quaternions d’Hamilton, et parallélement a
Oliver Heaviside, il développe le calcul vectoriel afin de faciliter I'usage de cet outil en physique.
On lui doit la notation actuelle du produit scalaire de deux vecteurs. Gibbs entreprend a cette
occasion de faire mieux connaitre 'ccuvre de Grassmann.
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II Rappels sur la notion de vecteur

Définition 1

- [
e Le vecteur nul 0 définie la translation égale a 'identité (pas de mouvement) : 0 = AA.
e Deux vecteurs sont égaux s’ils définissent la méme translation.

e La différence 4 — ¥ est la somme 4 + (—7).
e Si « est un vecteur non nul et k£ un réel non nul, ¥ = k#, obtenu par la multiplication

Un vecteur du plan défini une translation qui a tout point du plan associe son translaté;
il est donc caractérisé par une direction, un sens et une longueur (appelée norme).

le vecteur ﬁ a pour direction la droite (AB), pour sens le sens de A vers B et pour norme
HEH la distance AB. A est appelé ’origine du vecteur AB et B son extrémité.

Si 4 est un vecteur de représentant AB, la norme ||@|| de @ est égale a la distance AB.

Autrement dit 8’ils ont la méme direction, le méme sens et la méme norme.

Le vecteur —1 est le vecteur opposé a i : ils ont méme direction et méme norme mais des
sens contraires.

La somme des vecteurs @ et U, notée @ + v, définie la translation qui est la composée des
translations associées a ces deux vecteurs.

d’un réel par un vecteur, est le vecteur qui a méme direction que #, méme sens si k > 0
et de sens contraire si k < 0 et de norme ||¢/]| = |k| x ||@]| .

De plus 0.4 = 0 et Vk € R, k.0=0

Deux vecteurs @ et ¢ sont colinéaires si  est le vecteur nul ou s’il existe un réel k tel que
v = k.u. Dans le cas ou les deux vecteurs sont non nuls, on dit alors que les vecteurs i et ¢
sont liés ou linéairement dépendants .

Des vecteurs non colinéaires sont dits linéairement indépendants ou encore libres.

Propriété 1
e AB = lﬁ si et seulement si ABC'D est un parallélogramme.

e Relation de Chasles : E + B? = B
e Somme de vecteurs de méme origine : 1@ = ﬁ + zﬁ si et seulement si ABCD est un

I est le milieu de [AB] équivaut a I'une des égalités vectorielles suivantes :

1. Al = IE 2. TA+TB =0 3.@:%@

parallélogramme.

Soit A, B, C et D quatre points distincts du plan.

(AB)//(DC) si et seulement si AB et DO sont colinéaires. En particulier les points A, B et
C sont alignés si et seulement si les vecteurs B et z@ sont colinéaires.

Soit A et B deux points distincts du plan.

La droite (AB) est l’ensemble des points M du plan tels que ﬁ et m sont colinéaires.
Soit @ un vecteur, ||| € RT; ||@]| =0 < @ = 0; Y\ € R, |Ad| = |||
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III Produit scalaire

II1.1 Définition du produit scalaire et orthogonalité

Définition 2
Soit une droite d et un point M du plan. Le projeté orthogonal du point M sur la droite d est le
point d’intersection H de la droite d avec la perpendiculaire a d passant par M.

M

Définition 3
e Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls @ et v, de représentants respectifs ﬁ et 1@,
avec H le projeté orthogonal de C sur (AB) s’exprime ainsi :

_‘UZB-/E): AB x AH Si@etﬁSOmdemémeseng

u .
—AB x AH si f@ et ﬁ sont de sens contraires.
0-7=0

e Soit « un vecteur, u - 0

Illustration :

Remarque
Dans le cas ot (AB) L (AC), H est confondu avec A donc AH =0 et donc @ -7 = 0.
Ainsi « - ¥ = 0 ne signifie pas forcément que I'un des vecteurs est nul.
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Définition 4
e Deux vecteurs u et ¥ non nuls de représentants respectifs E et zﬁ sont dits orthogonaux
si (AB) L (AC). Ce qui se note @ L .
e Par convention, le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur du plan.

Propriété 2
Soit 4 et U deux vecteurs.
i et U sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. Autrement dit :

tlveu v=0

Démonstration
1. Supposons que u L v

Procédons_) par disjonct_jon des cas :
e Si =0 (resp. ¥ =0), par définition du produit scalaire, @ - ¥ = 0.
o Sii#0et7#0,
Notons 1@ et 1@ des représentants respectifs de @ et v.
Puisqu’ils sont non nuls, on peut considérer les droites (AB) et (AC).
@1 U< (AB) L (AC) donc le projeté orthogonal de C sur (AB) est A et donc :
i §=AB-AC = AB-AA = AB-0=0

2. Supposons que 4 - U =0

Procédons par disjonction des cas :
e Si i =0 (resp. ¥ =0), le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur du plan donc @ L ¢
e Si@#0 et @0, comme précédemment on considere les droites (AB) et (AC).

Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). On a :

ﬁ.ﬁ:ﬁ-m:/@-,ﬁ: AB x AH Siz@etﬁsontdemémesens
—AB x AH =i zﬁ et ﬁ sont de sens contraires.

Deplusﬁ#ﬁ@/@#O@AB#O,

Donc @ - ¥ = 0 donne dans les deux cas de figure AH = 0.

Autrement dit les points A et H sont confondus et donc les droites (AB) et (AC') sont perpendiculaires.
Par conséquent « L v.

EXERCICE
Démontrer que les hauteurs d'un triangle sont concourantes.
Pour cela considérer un triangle ABC' et H le point d'intersection de deux d'entre elles (ce point existe puisque
les hauteurs sont, par définition, perpendiculaires aux ctés qui eux-mémes sont sécants).
L'objectif est donc de montrer que dans un triangle ABC, (CH) L (AB) sachant que (AH) L (BC) et
(BH) L (AC).
Indication : on utilisera une propriété du produit scalaire : @+ (V+ @) =@ -0+ - W et (G +7) -
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II1.2 Une autre expression du produit scalaire

Propriété 3
Soit deux vecteurs non nuls i et U, de représentants respectifs fﬁ et /ﬁ .
Le produit scalaire de i et ¥, noté u - U, est le réel défini par :

@-7=AB x AC x cos (E@)

Ce qui se note aussi,
-0 = |[ul| x [|v]] x cos(u; D)

Remarques
1. Cette propriété étant une propriété caractéristique du produit scalaire, elle est parfois prise comme défi-
nition, avec I'inconvénient que I’on ne peut pas parler d’angle lorsque 'un des vecteurs est nuls.

2. Dans la deuxiéme expression, au lieu de ’angle géométrique BAC on a langle orienté (@; ¥). Prendre un
angle géométrique ou un angle orienté ne change rien puisque cos(—x) = cosz.
3. La propriété 2 peut se démontrer avec cette propriété dans le cas de vecteurs non nuls :
©-T=0& |d| x ||7]| x cos(&;T) =0
& cos(U;0) =0
& (4, 0) = g + 2k, avec k € Z ou (4; ) = —g +2k'm avec k' € Z
S Ul
4. Cas particuliers : soit ¥ et ¥ deux vecteurs colinéaires.

o u-U=|ul x ||¥] siles vecteurs sont de méme sens ( cela correspond & un angle nul).
- U= —|ul| x ||v] siles vecteurs sont de sens contraire ( cela correspond & un angle plat).

°
IS

EXERCICE
Calculer le produit scalaire ﬁ . ﬁ dans chacun des cas suivants :

1. AB=3, AC =5 et BAC = 30°
2
2. AB=1, AC =2 et (/@;To)zgwm, avec k € Z

3. BA=2 CA=2et (E;ﬁ) =%”+21m, avec k € Z

4. BA=3, AC =2 et (@;/ﬁ):£+2km avec k € Z
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Démonstration
Le cas ou 'un des vecteurs est nul est évident.

Supposons que @ et U sont des vecteurs non nuls, de représentants respectifs /@ et /@

Puisqu’ils sont non nuls on peut considérer les droites (AB) et (AC) et H le projeté orthogonal de C' sur
(AB).

Raisonnons par disjonction des cas :

o lercas:si H € [AB)

D’une part, par définition, @ - ¥ = AB-AH = AB x AH (1)

D’autre part, dans le triangle ABH, rectangle en H, cos (zﬁ7 ﬁ) = %
donc AH = AC X cos (ﬁ, ﬁ) (2)

D’apres (1) et (2) on a donc : @ -0 = AB x AC X cos (E,ﬁ)

De plus ||@]| = AB et |7 = AC donc @-7 = AB x AC x cos (,ﬁ;A_é) o @7 = ||| x 7] x cos(&;T)
e 2¢me cas : si H ¢ [AB)

D’une part, par définition, -7 = /@ . ﬁ =—AB x AH (1)
D’autre part, dans le triangle ABH, rectangle en H, cos (ﬁ ; ﬁ )
done AH = AC x cos (E; ﬁ) 2)

Or, (/@,E) + (E,ﬁ) =m+ 2km, avec k € Z,

donc (R,ﬁ) =m— (E,ﬁ) + 2km, avec k € Z.

De plus cos <7r - (/@,m) + 2k7r) = cos (7r — (ﬁ,ﬁ)) = —cos (1@,1@)

D’ott cos (ﬁ,ﬁ) = —cos (E,ﬁ)

Soit, d’apres (2), AH = —AC x cos (E; ,ﬁ)

D’apres (1), on obtient donc : @7 = —AB x (—Ac X oS (ﬂ%; AC ) — AB x AC x cos (ﬂ%; @).

Enfin, comme précédemment, on en déduit @ - ¥ = ||@]|| X ||¥]| X cos(; )

_ Al
- AC
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I11.3 Produit scalaire et norme

Définition 5
Soit 4 un vecteur.
@ - i est noté @2 et s’appelle le carré scalaire de @

Propriété 4
Pour tout vecteur 1,
@ = [|@))? et ||| = Va2

Démonstration
Démontrons la premiere égalité par disjonction des cas :
e Sid=0:
D’une part, 02 = 0-0 = 0, par définitions.
D’autre part, [|0]2 =02=0
Donc @? = ||i]|? lorsque le vecteur % est nul.
e Sid#0:
i - it = [|if]| x [|4]| x cos(il; i) = ||]* x cos(0) = [[@]|* x 1 = |||
La deuxiéme égalité découle de la premiere en prenant la racine carrée (les deux membres étant des nombres
strictement positifs).

Définition 6
Le produit scalaire de deux vecteurs @ et ¥, noté 4 - ¥, est le réel défini par :

Lo 1
u-v =

=5 (la+aP - @ - 191°)

Remarque
Une telle définition, moins proche de la physique, permet de démontrer de maniére simple les propriétés néces-
saires aux calculs.

De plus elle a I'avantage d’étre valable pour tous vecteurs, méme si I'un des vecteurs est nul.

On peut montrer cette expression a partir d’'une des expressions précédentes.

EXERCICE
Démontrer le théoreme de Pythagore et sa réciproque en utilisant cette définition du produit scalaire.
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Démonstration .
Soit ABC' un triangle et les vecteurs © = BA et v = ﬁ non nuls.

e Démontrons le théoréeme de Pythagore.
Si ABC est un triangle rectangle en A alors (AB) L (AC) et donc @ L ¥, par définition.

Oruliveu-v=0
<3 (I +a* = [la)* = [7*) = 0
& |la+ 3| = [|al* + ||7]1?
& | BA+AC|? = | BA|? + |AC|?
& | BCIP = | AB|? + | AC|?
< BC? = AB? + ACA.
D’ou le ‘ théoréme de Pythagore : si ABC est un triangle rectangle en A alors BC? = AB? 4+ AC? ‘
e Démontrons la réciproque du théoreme de Pythagore .
Sile tgngle ABC v_ér)iﬁe AC? = AB? + BC?, d’apres les calculs précédents on a : @ L ¥, soit BA L AC.
Avec BA L AC & BA =0 ou AC = 0 ou (AB) L (AC)
Or ABC étant un triangle les vecteurs BA et AC ne peuvent étre nuls et donc (AB) L (AC), ce qui signifie

que le triangle ABC' est rectangle en A.
D’ou 1a‘ réciproque du théoréme de Pythagore : si BC? = AB? + AC? alors ABC est un triangle rectangle en A

III.4 Propriétés du produit scalaire

Propriété 5
Quels que soient les vecteurs i, ¥/ et W et le réel A, on a les propriétés suivantes :

e Symétrie :

e Bilinéarité :

Remarques
1. En particulier pour A= —1: (—@) - 0= —@ - ¥ =4 - (—7)

1
2. Autre propriété :G-U:5(||U||2+||17||2—||ﬁ—17||2).
En effet : en posant W = v — @, ona: - w=4-(T—4) =4 -0+d-(—0) =06 - 07—t -4=1u-v— |a|?

T . . - Lo . L
Or - = 3 ([[i+@|* — ||a)* = a]*) = 5 (19 = llall* = (7 - D))
L s Lo . L I T . . I
Done @ - & — [|i@* = 5 (|19]1* = @|* = (7 - @)|?) < @- & = 5 2al]* + [7]* - |@]* - (@ - 5)]?)

<y

Lo . -
=5 (@l + 19> = @ — 91*)

S

D’ou
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Démonstration
Considérons les vecteurs u, ¥ et W et le réel A.

(7 +al® - ||o]* — ||al|*) = v @

DN | =

1. Symétrie : @ -7 = % (llz + )% — ||1@l|* - |9]]*) =
2. Bilinéarité :

(a) Procédons par disjonction des cas :

e Si @ =0 (resp. ¥ =0),
(i+0) - w=(0+7) F=0-0

Deplus, @- W+T- W=0-0+T- W=0+7-0=17-10.

Donc (@ + ©) - % = @ - % + ¥ - & pour @ = 0.

Remarque : on ferait un raisonnement analogue pour @ = 0.
e Siw=0

(W4 7)W= (4 +7) -

D’ou le résultat pour
e Sid#0,7#0et @0,

0 B i c
—
Notons W = OA, 4 = O? et v = B?, avec B’ et C’ les projetés orthogonaux de B et C respectifs
sur (OA).
Montrons la propriété dans le cas de figure ci-dessus et admettons la pour les autres cas de figures.
On a:

(@+7)-@ = (0_B>+J3_é)~o_f4:0?-@i:o_f4~0?=o/1xoc” (1)
Par ailleurs,

@-i+7 @ =0B-0OA+BC-OA=0A-0B +0A-BC (2)

Notons D le point tel que B? = B’—>D et donc tel que BC DB’ soit un parallélogramme.
Donc (BB’)//(CD). De plus, B’ étant le projeté orthogonal de B sur (OA), (BB’) L (OA) et donc
(CD) L (OA).
Or C’ est le projeté orthogonal de C sur (OA), donc (CC’") L (OA), ce qui donne (CC")//(CD) et
donc D € (CC")
Par conséquent, C’ est le projeté orthogonal de D sur (OA).
Considérons E tel que OA = BE (et donc BE' = OA et E € (OA)).
— s
On adonc OA-BC = B'E-B'D=B'E x B'C' =0Ax B'C" (3).
Finalement, d’apres (2) et (3), avec dans cette configuration B’ € [OC'] :
U W+7T - W=0Ax0OB +0Ax B'C'"=0Ax (OB +B'C")=0Ax 0C’" (4)
(1) et (4) permettent de conclure pour cette configuration : (& + ¢) - @ = @ - @ + U - .
La symétrie permet d’en déduire ’autre égalité.
(b) Procédons par disjonction des cas :
e Siii=0,
(\0) - 5=0-0=0et A(0-7) =Ax0=0
Donc (@) - % = A (i - ) pour @ = 0.
Si ¥ = 0, la symétrie permet de conclure.
e Sidi#0et 70,
(A@) - 0 = [T x ||O|| x cos(Ad; ¥) = |A| x ||@]|| x ||¥]] X cos(Ad; D).
i. SiA >0, A\ =X\ et A et @ étant colinéaires et de méme sens, (\@; ¥) = (4; V) + 2k avec k € Z,
et donc cos(AwW; ) = cos(u; )
Finalement : (A@) - 7= X\ x ||@]| x ||¥]| x cos(@;¥) = A x (@ - V).
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ii. SiA<0, |A| = —Xet M et @ étant colinéaires et de sens contraires, (Ai;0) = (u;¥) + 7 + 2k7
avec k € Z, et donc cos(A; ¥) = — cos(u; )
Finalement : (@) - 7= — X x ||@]| x ||T|| x (— cos(@; 7)) = X x ||@]| x ||T]|| x cos(w@;¥) = X x (@ - D).

Dans tous les cas, on a montré que : (i) - ¥ = A (@ - V) et la symétrie permet d’en déduire 'autre
égalité.

Propriété 6
Identités remarquables
Pour tous vecteurs @ et ¥ :

1% + &> = |1@)* + [|9]* + 2@ - 7
1% = o* = [[al* + |4]|* — 23 - &

(@+7) - (@ - 0) =1 - |7

Démonstration
Soient @ et ¥ des vecteurs.

Chapitre 6 -10-



lére Spécialité Mathématiques Produit scalaire 2023-2024

II1.5 Expression analytique du produit scalaire

Définition 7
Une base orthonormée (ou orthonormale) du plan vectoriel est la donnée d’un couple de deux
vecteurs (ZJ) tel que ||i]| =1, ||j] =1eti-j=0.

Autrement dit, les vecteurs de la base doivent étre unitaires et orthogonaux.

Propriété 7
Le produit scalaire de deux vecteurs @ (x,y) et « (z',3') dans une base orthonormée (i, j)
s’exprime ainsi :

e !/

U - ::E:E/+yy/

Remarque
Cette expression est parfois prise comme définition du produit scalaire et permet de démontrer plus facilement
la bilinéarité du produit scalaire.

Lemme 1
Si @ est un vecteur de coordonnées (x,y) dans une base orthonormée (i, j) alors :

a2 = o + 2

Démonstration
Démonstration du lemme : Soit ¥ un vecteur de coordonnées (z,y) dans une base orthonormée (i7 j)7 donc

T=ai+7yj.
14]? = |lzityil* = il +lyi | +2(@i-yi) = (2lllid)?+(y D +226 y5) = [Pl +y 21517+ 22y (i)
Or (4,7) étant une base orthonormée, ||i|| = 1, ||j|]| = 1 et i -j = 0 et donc ||i]|? = 22 + 2.

Démonstration
Démonstration de la propriété 7.

Soit les vecteurs @ (z,y) et « (z,y') dans une base orthonormée (Z, 5) donc @ =ai+yj, v =2'i+v]
et @+u = (x+a)i+ (y+vy)J

Par définition, @/ = 3 (||ﬁ+ 7|2 - |1 - HJ'HQ)

Donc, d’apres le lemme 1,

1
- = ) ((33+33/)2 +y+y)’ - (22 +y?) — (2 +y’2))
1

:7( 2+2Ix/+x/2+y2+2yy/+y/2_xz_yz_xlz_ylz)

—D

=3 (2z2’ 4 2yy")
=z’ +yy'
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Corollaire 1
e Si @ a pour coordonnées (z;y) dans une base orthonormée (i,j) alors ||d]| = Va2 + y2.

e Si le point M a pour coordonnées (z,y) dans un repere orthonormé (O;O—[> , Oﬁ) alors

OM = /22 + 42

Démonstration

Chapitre 6
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IV  Applications du produit scalaire

IV.1 Longueurs et angles dans un triangle

Propriété 8
Soit ABC' un triangle.
e On peut exprimer la longueur d’un de ses cotés en fonction du produit scalaire :

AB? = 24C - CB + AC? + CB?

e On peut exprimer la mesure d’un de ses angles en fonction du produit scalaire :

B3

cos(BAC) = 1B < AC

Démonstration
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Propriété 9
Formules d’Al-Kashi
Soit ABC' un triangle. On note a = BC, b = AC et ¢ = AB.
On a alors les relations suivantes, dites « formules d’Al-Kashi » :
e a? =%+ c? — 2be cos(@)
o 0% =a?+ ® — 2accos(ABC)
o i =a%+ V% —2ab COS(@)
Démonstration
Soit ABC' un triangle. On note a = BC, b= AC et ¢ = AB.
Démontrons la formule a2 = b2 + 2 — 2bccos BAC.
a? = BC? = ||BC|? = BC? =
EXERCICE
le triangle PQR est tel que PR =5, PQ = 12 et QR = \/97.
On note R’ le milieu de [PQ)]. Prouver que le triangle PRR’ est isocéle.
Chapitre 6 -14-
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IV.2 Ensembles de points

Théoréme de la médiane

Soit A et B deux points du plan et I le milieu du segment [AB].
Pour tout point M du plan la relation suivante est vérifiée :

2
m-m:Mﬂ—Af

Démonstration

Soit A et B deux points du plan et I le milieu du segment [AB] .
Pour tout point M du plan, d’aprés la relation de Chasles :

m-z\ﬁz(erﬁ)-(erﬁ%))

Or I est le milieu de [AB] donc 1B = Al

Etdonc:me: (m—i—ﬁ‘l)(m

_)
— | MLE)? - | TA)?
= MI? — JA? )
= MI? — (AB>
2
AB?
_ 2 _
=MI 1

EXERCICE

=—I_1>4etIA:A7B.
_[71)

On considére un triangle ABC tel que AB =3, AC =5 et BAC = 45°. Calculer la longueur de la médiane issue

de A.
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Corollaire 2
Formule de la médiane
Soit A et B deux points du plan et I le milieu du segment [AB].
Pour tout point M du plan la relation suivante est vérifiée :

AB?

MA? + MB? =2M1I? + 5

Démonstration
Soit A et B deux points du plan et I le milieu du segment [AB] .
AB?

D’une part, pour tout point M du plan, m . J\ﬁ =MI? - (1)
D’autre part, d’apres la relation de Chasles et les propriétés du produit scalaire,
|AB|? = [AM + MBI = ||AM|? + | MB|? +24M - M
Soit AB2 = MA? + MB? — 2MA - MB (2)

AB?
(1) et (2) donne donc M A% + MB? = AB? +2 (M12 - 4) = AB? + 2M1I? —

AB?
Et donc | MA%2 + MB? = 2M1I? +

EXERCICE .
ABC est un triangle avec AB =4, AC =6 et (ﬁ,@) =3

On note I le milieu de [BC]. Déterminer Al et BC.

AB?

Chapitre 6
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Propriété 10

Soit deux points distincts A et B du plan.
e
L’ensemble des points M du plan vérifiant la relation AM - BM = 0 est le cercle de diametre

[AB].

Remarques
e Dire que I'ensemble des points M du plan vérifiant la relation M A - M § = 0 est le cercle de diametre
[AB] revient a dire que :
si MA-MB =0 alors M appartient au cercle de diamétre [AB],
et réciproquement, si M appartient au cercle de diamétre [AB] alors MA - M § =0.
e On va donner trois démonstrations de cette propriété (I'une avec orthogonalité, 'autre avec le cosinus
et la troisieme avec le théoréme de la médiane).

Démonstration
Soit deux points distincts A et B du plan.
Notons I le milieu du segment [AB] et C le cercle de diameétre [AB].

1. Avec l'orthogonalité :

montrons cette propriété caractéristique du cercle de diametre [AB] par « double inclusion ».

Soit E I’ensemble des points M du plan tels que m . ]\ﬁ = 0.
e Pour tout point M € F,
MA-MB =0 AM L BM
o MA=0ouMB=00u (MA) L (MB)
< M =Aou M = B ou AM B est un triangle rectangle en M.
D’apres la propriété « ’hypoténuse d’un triangle rectangle est un diametre de son cercle circonscrit »,
la conclusion « AM B est un triangle rectangle en M » implique que M est sur le cercle de diametre
[AB], noté C. De méme lorsque M est confondu avec 4 ou B.
Ainsi E C C (1)
e Réciproquement, soit M un point du cercle C' de diametre [1%
SiMestenAouenB,mzﬁou]\ﬁ:@etdoncm-M =0
Si M est distinct de A et B, ABM un triangle.
D’apres la propriété « Si I'un des cotés d’un triangle est un diametre de son cercle circonscrit alors
ce triangle est rectangle et ce coté son hypoténuse », ABM un triangle rectangle d’hypoténuse [AB],
autrement dit rectangle en M. On a alors (M A) L (MB).

Par conséquent m L ]\ﬁ et donc m . ]\ﬁ = 0.
Dans tous les cas de figures, M € E ce qui donne C C E (2)

Eiﬁ>n (1) et (2) donne E = C, autrement dit I’ensemble des points M du plan vérifiant la relation
MA - MB =0 est le cercle de diambtre [AB].
2. Avec le cosinus :
AM -BM =0s MA=00u MB=0o0u ||F/I|| X ||B—J\>/[|| XCOS(W,MZO
& M=AouM =B ou cos(m,B—]\>/[):0

@M:AouM:Bou(m,B—J\f :g—i—kﬁaveckez

)
< M = AouM = B ou ABM est un triangle rectangle en M.
3. Avec la médiane : Soit M un point du plan.

B2:0<:>MI2:AB2

Le théoreme de la médiane donne : m . B—]\Zf =0 MI? -

M1 étant une distance, c¢’est un nombre positif et donc :

AB? AB

AM -BM =0 MI = & MI="2

Chapitre 6 -17-
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—
Or A et B sont des points distincts donc ’ensemble des points M vérifiant AM - BM = 0, autrement dit

AB

MI = > est le cercle de centre I et de rayon —
De plus I est le milieu de [AB], donc ce cercle est le cercle de diametre [AB].

— ——
Ainsi M vérifie égalité AM - BM = 0 si et seulement si M appartient au cercle de diametre [AB].

Remarque

— =
Plus généralement on peut étudier les ensembles de points M définis par AM - BM = k avec k € R.
2

On trouvera, suivant les points A et B et la valeur k, ensemble vide (si k + < 0), un singleton (si

AB? AB?
Y 0) ou un cercle de centre I. (si k +

k+ > 0).

EXERCICE SN
Posons AB = 10, déterminons I'ensemble des points M du plan tels que AM - BM = k avec k prenant les valeurs
successives 5, 0, —25 et —60
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Pour aller plus loin...
Démontrer les formules d’additions :
a et b étant deux nombres réels quelconques, on a les formules d’additions suivantes :

cos (a —b) = cosacosb+sinasinb

cos (a + b) = cosacosb —sinasinb

sin (a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
(a—b)

sin (a — b) = sinacosb — sinbcos a

Démonstration de cos (a — b) = cosacosb + sinasinb

Soit a et b deux réels et (O; i, ;) un repére orthonormé.
Sur le cercle trigonométrique, considérons les points A et B tels que :

(7.04) = af2n] et (7.0B) = bl2n]

7

D’apres la relatlon de Chasles :

(0B.04) = (0B.7) + (i.04) (2] = — (7.0B) + (7.0A) [2n] = ~b+ a[2n] = a — b[2n].

Chapitre 6 -19-
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